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初等行变换

1 交换矩阵中任意两行的位置；

2 矩阵的某一行乘以一个非零实数；

3 矩阵的某一行乘以一个实数后加到另外一行。

• 将矩阵进行初等行变换，等价于用相应的初等矩阵去左乘该矩阵
• 增广矩阵进行初等行变换后，其对应的方程解不变。
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增广矩阵的规范型

对于线性方程组Ax = b, rankA = m，其增广矩阵为[A, b]。
A = [a1, a2, · · · , am, · · · , an]，一般假设前m列为一组基底。对矩阵A进
行初等行变换(和重新排序)后，可得到规范型：

x1 + y1,m+1xm+1 + · · ·+ y1,nxn = y1,0

x2 + y2,m+1xm+1 + · · ·+ y2,nxn = y2,0

· · ·

xm + ym,m+1xm+1 + · · ·+ ym,nxn = ym,0

写成矩阵形式是[Im,Yn−m]x = y0

其中x1, x2, · · · , xm是基变量，xm+1, xm+2, · · · , xn是非基变量。

x =

[
y0

0

]
是其一组基本解。
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增广矩阵的规范型

对于线性方程组Ax = b, rankA = m，其增广矩阵为[A, b]。增广矩阵规
范型为：

[Im,Yn−m, y0] =


1 0 · · · 0 y1,m+1 · · · y1,n y1,0

0 1 · · · 0 y2,m+1 · · · y2,n y2,0
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 · · · 1 ym,m+1 · · · ym,n ym,0



增广矩阵规范型是由增广矩阵通过初等行变换得到。x =

[
y0

0

]
既是增

广矩阵规范型[Im,Yn−m, y0]所对应的方程组的解，又是原增广矩阵[A, b]所
对应的方程组的解，所以有：

b = y1,0a1 + y2,0a2+, · · ·+ ym,0am
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增广矩阵的规范型

又因为Im是一组标准基，所以有：

aj = y1,ja1 + y2,ja2+, · · ·+ ym,jam,m < j 6 n

• 增广矩阵规范型中第j列元素就是矩阵A中列向量aj(其中m < j 6

n)在a1, a2, · · · , am上的坐标；

• 增广矩阵规范型最后一列的各元素是向量b在a1, a2, · · · , am上的坐

标。
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更新增广矩阵

目的：用非基变量aq,m < q 6 n替换基变量ap, 1 6 p 6 m。如果aq替

换ap后，前m个向量依然线性无关，则这些向量构成了新的基矩阵。

aq =

m∑
i=1

yi,qai =

m∑
i=1,i 6=p

yi,qai + yp,qap

当且仅当yp,q 6= 0时，向量组a1, a2, · · · , ap−1, aq, ap+1, · · · , am是线性无

关的。

ap =
1

yp,q
aq −

m∑
i=1,i 6=p

yi,q

yp,q
ai

所以对任意向量aj,m < j 6 n，将ap的表达式代入aj的表达式得到：

aj =

m∑
i=1,i6=p

(yi,j −
yp,j

yp,q
yi,q)ai +

yp,j

yp,q
aq
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更新增广矩阵

联立 aj =
∑m

i=1,i 6=p y
′

i,jai + y
′

p,jaq

aj =
∑m

i=1,i 6=p(yi,j − yp,j

yp,q
yi,q)ai +

yp,j

yp,q
aq

可得

y
′

i,j = yi,j −
yp,j

yp,q
yi,q, y

′

p,j =
yp,j

yp,q

• 采取该方程，可以从原来的增广矩阵规范型推导出新的增广矩阵
规范型。这些方程通常称为枢轴方程，yp,q称为枢轴元素。
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单纯形法

线性规划的标准模型：

minimize cTx

subject to Ax = b

x > 0

其中c ∈ Rn，b ∈ Rm，b > 0, A ∈ Rm×n，m 6 n，rankA = m。

单纯形法是一种应用最广的线性规划问题求解方法。其基本思想是

从某一个基本可行解变换到另一个基本可行解，直到找到最优基本可

行解。
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单纯形法

• 增广矩阵规范型的最后一列是基本解中的基变量（非0的变量），
即xi = yi,0, i = 1, 2, · · · ,m且xi = 0,m < i 6 n。基本解不一定是可

行解，因为基本解中的基变量可能是负值。

• 这也就意味着在变换基向量时，相应的增广矩阵规范型的最后一
列要保证是非负的。
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单纯形法

矩矩矩阵阵阵推推推导导导
• 对于Ax = b，且x > 0假定存在一组基向量a1, a2, · · · , am，现将A分
解为矩阵[Bm×m,N(n−m)×m]，其中B是基矩阵，N是非基矩阵。

• 设x(0) =

[
B−1b

0

]
是基本可行解，在x(0)处的目标函数值

f0 = cTx(0) = [cT
B, cT

N]

[
B−1b

0

]
= cT

BB−1b。其中cT
B, cT

N分别对应cT中

的m, n维行向量。

• 矩阵推导过程中，不要求转为增广矩阵的规范型，实际过程中B通
常为I。那么如何从基本可行解x(0)出发，得到一个改进的基本可

行解，最终得到最优基本可行解？
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单纯形法

x =

[
xB

xN

]
是任意一个可行解。 Ax = b⇒ BxB + NxN = b

得到xB = B−1b− B−1NxN，在点x处的目标函数值：

f = cT x = [cT
B, cT

N]

[
xB

xN

]
= cT

BxB + cT
NxN

= cT
B(B
−1b− B−1NxN) + cT

NxN

= cT
BB−1b− (cT

BB−1N − cT
N)xN

= f0 −
∑
j∈R

(cT
BB−1aj − cj)xj

= f0 −
∑
j∈R

(zj − cj)xj

其中，zj = cT
BB−1aj，R是非基向量的下标集合。由于xj > 0，因此如果对所有

的j ∈ R都有zj − cj 6 0，则该基本解f0是最优可行解。常称zj − cj为检验数。
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单纯形法

如果存在至少一个j ∈ R使得zj − cj > 0则选取其中之一所对应的非基变
量变为基向量，通常选取q = max

j
{zj− cj}。我们希望把aq作为基变量放

到基矩阵中，此时xN = (0, · · · , 0, xq, 0, · · · , 0)T且xq > 0。
xB = B−1b− B−1aqxq = y0 − yqxq

其中，y0 = B−1b, yq = B−1aq

则我们希望xB中的一项变为0，其他仍为正数。

xB =


xB1

xB2

...
xBm

 = y0 − yqxq =


y1,0

y2,0
...

ym,0

−


y1,q

y2,q
...

ym,q

 xq
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单纯形法

• 令p = min
p
{yp,0/yp,q|yp,q > 0}；

• 新的可行解为
x = [xB1 , xB2 , · · · , xBp−1 , 0, xBp+1 , · · · , xBm , 0, · · · , xq, 0, · · · , 0]T

• 其前m项即为B−1b− B−1aqxq

后n− m项即为xN = (0, · · · , 0, xq, 0, · · · , 0)T

• 又因yp,q 6= 0，且已知 yq = B−1aq ⇒ aq = Byq =
∑m

i=1 yi,qaBi

所以用aq取代aBp后，aB1 , aB2 , aBp−1 , aBp+1 , · · · , aBm , aq是线性无关的

基底；

• 所以，新的可行解x是基本可行解。
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单纯形法

目标函数值：

f = cTx = [cT
B, cT

N]

[
xB

xN

]
代入xB = B−1b− B−1aqxq及xN = (0, · · · , 0, xq, 0, · · · , 0)T，

可得

f = cT
BxB + cT

NxN

= cT
B(B
−1b− B−1aqxq) + cqxq

= f0 − (zq − cq)xq < f0

由于zq − cq > 0，所以依照单纯型法每次迭代的解优于迭代之前的解。
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单纯形的计算步骤

0) 得到初始基本可行解，假设初始基为B
1) 解BxB = b ，求得xB = B−1b = y0，令xN = 0，计算目标函数
值f = cT

BxB

2) 计算检验数zj − cj = cT
BB−1aj − cj，选取q = max

j
{zj − cj}，如果zq −

cq 6 0，那么停止计算，当前基本可行解是最优解。
3) yq = B−1aq。如果yq 6 0，则yq的每个分量均为非正数，停止计算，

问题不存在有限最优解，否则进行步骤4)
4) 确定下标p，使得p = min

p
{yp,0/yp,q|yp,q > 0}。xBp为出基变量，xq为

进基变量，用aq替代aBp，得到新的基矩阵B，返回步骤1)。
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单纯形的求解举例

问题：求解线性规划问题

maximize 4x1 + x2

subject to − x1 + 2x2 6 4, 2x1 + 3x2 6 12, x1 − x2 6 3, x1, x2 > 0

引入松弛变量，原问题转化为标准型

minimize − 4x1 − 1x2 − 0x3 − 0x4 − 0x5

subject to − x1 + 2x2 + x3 = 4

2x1 + 3x2 + x4 = 12

x1 − x2 + x5 = 3

x1, x2, x3, x4, x5 > 0
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单纯形的求解举例

cT
B = [c1, c2, c3, c4, c5] = [−4,−1, 0, 0, 0]相应的增广矩阵

a1 a2 a3 a4 a5 b
-1 2 1 0 0 4
2 3 0 1 0 12
1 -1 0 0 1 3
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单纯形的求解举例

第一次迭代B =
[
a3, a4, a5

]
=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

， B−1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

，
xB = B−1b =

x3

x4

x5

 =

 4
12
3

， xN =

[
x1

x2

]
=

[
0
0

]
f1 = cT

BxB = [0, 0, 0][4, 12, 3]T = 0

z1 − c1 = cT
BB−1a1 − c1 = [0, 0, 0]

1 0 0
0 1 0
0 0 1


−1

2
1

− (−4) = 4

z2 − c2 = cT
BB−1a2 − c2 = [0, 0, 0]

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 2

3
−1

− (−1) = 1

最大判别数是4，对应下标q = 1

最优化方法 Optimization Methods 22 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

单纯形的求解举例

y1 = B−1a1 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


−1

2
1

 =

−1
2
1


y0 = B−1b = xB =

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 4

12
3

 =

 4
12
3


确定下标p，使得p = min

p
{yp,0/yp,1|yp,1 > 0}：

p = 1时，y1,1 < 0；
p = 2时，y2,0/y2,1 = 12/2 = 6；
p = 3时，y3,0/y3,1 = 3/1 = 3
所以，p = 3，选取xB中的第3个分量x5作为离基变量，x1为进基变量。

即用a5来替代a1。
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单纯形的求解举例

第二次迭代B =
[
a3, a4, a1

]
=

1 0 −1

0 1 2

0 0 1

， B−1 =

1 0 1

0 1 −2

0 0 1

，

xB = B−1b =

x3

x4

x1

 =

7

6

3

， xN =

[
x2

x5

]
=

[
0

0

]

f2 = cT
BxB = [0, 0,−4][7, 6, 3]T = −12

z2 − c2 = cT
BB−1a2 − c2 = [0, 0,−4]

1 0 1

0 1 −2

0 0 1


 2

3

−1

− (−1) = 5

z5 − c5 = cT
BB−1a5 − c5 = [0, 0,−4]

1 0 1

0 1 −2

0 0 1


0

0

1

− (0) = −4

最大判别数是5，对应下标q = 2
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单纯形的求解举例

y2 = B−1a2 =

1 0 1
0 1 −2
0 0 1


 2

3
−1

 =

 1
5
−1


y0 = B−1b = xB =

1 0 1
0 1 −2
0 0 1


 4

12
3

 =

7
6
3


确定下标p，使得p = min

p
{yp,0/yp,2|yp,2 > 0}：

p = 1时，y1,0/y1,2 = 7/1 = 7；
p = 2时，y2,0/y2,2 = 6/5 = 6/5
p = 3时，y3,2 < 0；
所以，p = 2，选取xB中的第2个分量x4作为离基变量，x2为进基变量。

即用a2来替代a4。

最优化方法 Optimization Methods 25 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

单纯形的求解举例

第三次迭代B =
[
a3, a2, a1

]
=

1 2 −1
0 3 2
0 −1 1

，B−1 =

1 −1/5 7/5
0 1/5 −2/5
0 1/5 3/5

，

xB = B−1b =

x3

x2

x1

 =

29/5
6/5

21/5

， xN =

[
x4

x5

]
=

[
0
0

]
f3 = cT

BxB = [0,−1,−4][29/5, 6/5, 21/5]T = −18。
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单纯形的求解举例

z4 − c4 = cT
BB−1a4 − c4 = [0,−1,−4]

1 −1/5 7/5
0 1/5 −2/5
0 1/5 3/5


0

1
0

− 0 = −1

z5 − c5 = cT
BB−1a5 − c5 = [0,−1,−4]

1 −1/5 7/5
0 1/5 −2/5
0 1/5 3/5


0

0
1

− 0 = −4

最大判别数小于0，当前解是最优解，x1 = 21/5, x2 = 6/5，fmin = −18
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单纯形表解法

单纯形表是一种常见的单纯形方法的求解方法。

xB1
· · · xBp · · · xBm · · · xj · · · xk · · ·

xB1
1 · · · 0 · · · 0 · · · y1,j · · · y1,k · · · y1,0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
. · · ·

.

.

.
xBp 0 · · · 1 · · · 0 · · · yp,j · · · yp,k · · · yp,0

.

.

.

.

.

.

.

.

. · · ·
.
.
. · · ·

.

.

. · · ·
.
.
.

xBm 0 · · · 0 · · · 1 · · · y1,j · · · ym,k · · · ym,0
f 0 · · · 0 · · · 0 · · · zj − cj · · · zk − ck · · · cBB−1b

• 对所有行都进行基础行变换消元；
• 基变量的一列只有一个1，其他都是0（包括最后一行即f行）；

• 替换基变量之后，更新最左列。
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单纯形表解法举例

minimize x1 − 2x2 + x3 + 0x4 + 0x5 + 0x6

subject to x1 + x2 − 2x3 + x4 = 10

2x1 − x2 + 4x3 + x5 = 8

− x1 + 2x2 − 4x3 + x6 = 4

x1, x2, x3, x4, x5, x6 > 0

初始单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 1 1 -2 1 0 0 10
x5 2 -1 4 0 1 0 8
x6 -1 2 -4 0 0 1 4
f -1 2 -1 0 0 0 0
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单纯形表解法举例

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 1 1 -2 1 0 0 10
x5 2 -1 4 0 1 0 8
x6 -1 2 -4 0 0 1 4
f -1 2 -1 0 0 0 0

最左列是基变量，最右列是基变量的值。最下行的基变量对应0，最
下行的非基变量对应cT

BB−1aj − cj = zj − cj, j ∈ R，R是非基变量下标

集。选f行大于0的值中最大的值所对应的列，再在该列中选择 yi,0
yi,p
最小

的，且需满足yi,p > 0。
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单纯形表解法举例

更新后的单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 3/2 0 0 1 0 -1/2 8
x5 3/2 0 2 0 1 1/2 10
x2 -1/2 1 -2 0 0 1/2 2
f 0 0 3 0 0 -1 -4

x2已经替换了x6，当前表中y2,3是主元。
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单纯形表解法举例

更新后的单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 3/2 0 0 1 0 -1/2 8
x3 3/4 0 1 0 1/2 1/4 5
x2 1 1 0 0 1 1 12
f -9/4 0 0 0 -3/2 -7/4 -19

x3已经替换了x5，当前表中所有判别数均不大于0，已经是最优解，右
下角即为最优解的值−19。
此时基变量的数值在表的最右侧列中，非基变量为0。
具体到本例中，最优基本解为x2 = 12, x3 = 5, x4 = 8, x1 = 0, x5 =

0, x6 = 0。
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单纯形表解法举例

对于线性规划问题

max − x1 + 3x2 + x3

s.t. 3x1 − x2 + 2x3 6 7

− 2x1 + 4x2 6 12

− 4x1 + 3x2 + 8x3 6 10

x1, x2, x3 > 0

(a)请将该问题转化为标准型；
(b)请用单纯形法求该问题的最优解及目标函数的最大值。
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单纯形表解法举例

(a)

该问题的标准型为

min x1 − 3x2 − x3

s.t. 3x1 − x2 + 2x3 + x4 = 7

− 2x1 + 4x2 + x5 = 12

− 4x1 + 3x2 + 8x3 + x6 = 10

x1, x2, x3, x4, x5, x6 > 0
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单纯形表解法举例

(b)

单纯形表:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 3 −1 2 1 0 0 7
x5 −2 4 0 0 1 0 12
x6 −4 3 8 0 0 1 10

f −1 3 1 0 0 0 0

x2入基, 7/− 1 = −7<0, 12/4 = 3, 10/3>3
所以x5出基
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单纯形表解法举例

更新后的单纯形表:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 5/2 0 2 1 1/4 0 10
x2 −1/2 1 0 0 1/4 0 3
x6 −5/2 0 8 0 −3/4 1 1

f 1/2 0 1 0 −3/4 0 −9

x3入基, 10/2 = 5, 1/8<5
所以x6出基

最优化方法 Optimization Methods 37 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

单纯形表解法举例

更新后的单纯形表:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 25/8 0 0 1 7/16 −1/4 39/4
x2 −1/2 1 0 0 1/4 0 3
x3 −5/16 0 1 0 −3/32 1/8 1/8

f 13/16 0 0 0 −21/32 −1/8 −73/8

x1入基, (39/4)/(25/8) = 78/25>0, 3/(−1/2)<0, (1/8)/(−5/16)<0
所以x4出基
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单纯形表解法举例

更新后的单纯形表:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x1 1 0 0 8/25 7/50 −2/25 78/25
x2 0 1 0 4/25 8/25 −1/25 114/25
x3 0 0 1 1/10 −1/20 1/10 11/10

f 0 0 0 −13/50 −77/100 −3/50 −583/50

检验数均小于0
所以,问题的最优解为x1 = 78/25, x2 = 114/25, x3 = 11/10
目标函数最大值为 583/50

最优化方法 Optimization Methods 39 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

目目目录录录

增增增广广广矩矩矩阵阵阵的的的规规规范范范型型型

更更更新新新增增增广广广矩矩矩阵阵阵

单单单纯纯纯形形形法法法

单单单纯纯纯形形形表表表解解解法法法

大大大M法法法

两两两阶阶阶段段段法法法

最优化方法 Optimization Methods 40 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

大M法和两阶段法

使用单纯形法，需要给定一个基本可行解，以便从该基本可行解出发得到改进

的基本可行解。

对于最优化问题

minimize cTx

subject to Ax = b

x > 0

其中b >>> 0，A是m × n阶矩阵如果A中有m阶单位矩阵，则初始可行解可立即得

到。例如A = [Im,N]，则x =

[
xB

xN

]
=

[
b
0

]
，若不含m阶单位矩阵，则可以通过

大M法或者两阶段法来求得初始基本可行解，辅助求解。
大M法和两阶段法需要引进人工变量。人工变量不同于松弛变量或剩余变量。
引入松弛变量、剩余变量的目的是将不等式约束改为等式约束。引入人工变量

的目的是构造m阶单位矩阵来求基本可行解。人工变量引入后改变了原来的约

束，但是其所求得的最优解是有效的。
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大M法

原问题：

minimize cTx

subject to Ax = b

x > 0

引入人工变量后的新问题：

minimize cTx + MeTxa

subject to Ax + xa = b

x > 0, xa > 0

其中b >>> 0，A是m×n，M > 0很大，在极小化函数的过程中，由于M的

存在，将迫使人工变量离基。e = (1, 1, · · · , 1)T是m维列向量，分量全

为1。x = 0, xa = b是一个可行解，可以从[0, b]出发开始计算。
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大M法举例

原问题：

minimize x1 + x2 − 3x3

subject to x1 − 2x2 + x3 6 11

2x1 + x2 − 4x3 > 3

x1 − 2x3 = 1

x1, x2, x3 > 0

引入松弛变量和剩余变量x4, x5后，很难找到基础可行解。

例如[a3, a4, a5] =

 1 1 0

−4 0 −1

−2 0 0

，是一组基底。但求不出可行解，因此需要引
入人工变量。
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大M法举例

引入人工变量x6, x7，其目的是为了构造I3。

minimize x1 + x2 − 3x3 + M(x6 + x7)

subject to x1 − 2x2 + x3 + x4 = 11

2x1 + x2 − 4x3 − x5 + x6 = 3

x1 − 2x3 + x7 = 1

x1, x2, · · · , x7 > 0
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大M法举例

初始单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x4 1 -2 1 1 0 0 0 11
x6 2 1 -4 0 -1 1 0 3
x7 1 0 -2 0 0 0 1 1

3M-1 M-1 -6M+3 0 -M 0 0 4M

注意，最后一行中，第4、6、7列是基向量，对应0；第1、2、3、5列是
非基向量，对应的是zj − cj = cT

BB−1aj − cj，其中cB = [0,M,M]T ,B−1 =

I3。最后一列是cT
BB−1b。
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大M法举例

更新单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x4 0 -2 3 1 0 0 -1 10
x6 0 1 0 0 -1 1 -2 1
x1 1 0 -2 0 0 0 1 1

0 M-1 1 0 -M 0 1-3M 1+M

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x4 0 0 3 1 -2 2 -5 12
x2 0 1 0 0 -1 1 -2 1
x1 1 0 -2 0 0 0 1 1

0 0 1 0 -1 1-M -1-M 2
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大M法举例

更新单纯形表：

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x3 0 0 1 1/3 -2/3 2/3 -5/3 4
x2 0 1 0 0 -1 1 -2 1
x1 1 0 0 2/3 -4/3 4/3 -7/3 9

0 0 0 -1/3 -1/3 1/3-M 2/3-M -2

由于M是很大的正数，所以最后一行的判别数都满足zj − cj 6 0, j ∈ R。

人工变量x6, x7 = 0。所以最优解是x1 = 9, x2 = 1, x3 = 4, fmin = −2。
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两阶段法

两阶段法同样是需要引入人工变量来使得问题的增广矩阵中构造出单

位矩阵Im，来进行单纯型法求解。

两阶段法的第一阶段是用单纯形法消去人工变量，即把人工变量都换

成非基变量，求出原来问题的一个基本可行解。第一阶段问题：

minimize eTxa

subject to Ax + xa = b

x > 0, xa > 0

其中b > 0，A是m × n矩阵，第一阶段的求解结果为xa = 0，其最优解
可作为第二阶段的初始可行解。第二阶段就是普通的单纯型法求解方

式。
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两阶段法举例

原问题：
maximum 2x1 − x2

subject to x1 + x2 > 2

x1 − x2 > 1

x1 6 3

x1, x2 > 0

引入松弛变量和剩余变量x3, x4, x5，此时不易求出可行解。
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两阶段法举例

再引入人工变量x6, x7，此时第一阶段问题为：

minimize x6 + x7

subject to x1 + x2 − x3 + x6 = 2

x1 − x2 − x4 + x7 = 1

x1 + x5 = 3

x1, x2, · · · , x7 > 0
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两阶段法举例

更新单纯型表（第一阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x6 1 1 -1 0 0 1 0 2

x7 1 -1 0 -1 0 0 1 1
x5 1 0 0 0 1 0 0 3
f 2 0 -1 -1 0 0 0 3

其中f行的非0值是非基变量，对应zj − cj = cT
BB−1aj − cj。

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x6 0 2 -1 1 0 1 -1 1
x1 1 -1 0 -1 0 0 1 1
x5 0 1 0 1 1 0 -1 2
f 0 2 -1 1 0 0 -2 1
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两阶段法举例

最终得到第一阶段的结果

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x2 0 1 -1/2 1/2 0 1/2 -1/2 1/2
x1 1 0 -1/2 -1/2 0 1/2 1/2 3/2
x5 0 0 1/2 1/2 1 -1/2 -1/2 3/2
f 0 0 0 0 0 -1 -1 0

基本解[3/2, 1/2, 0, 0, 3/2, 0, 0]T，前5个变量为原问题的可行解。
可以从[3/2, /1/2, 0, 0, 3/2]T开始进行第二阶段的计算。
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两阶段法举例

更新单纯型表（第二阶段）：问题maximum 2x1 − x2等价为minimum
−2x1 + x2

cB = [−2, 1, 0, 0, 0]T

单纯型表第一阶段去掉x6, x7对应的列，最后一行(f行)的值要更新，因
为两阶段的c不同。

x1 x2 x3 x4 x5

x2 0 1 -1/2 1/2 0 1/2
x1 1 0 -1/2 -1/2 0 3/2
x5 0 0 1/2 1/2 1 3/2
f 0 0 1/2 3/2 0 -5/2

其中z3 − c3 = [1,−2, 0]I[−1/2,−1/2, 1/2]T − 0 = 1/2
z4 − c4 = [1,−2, 0]I[1/2,−1/2, 1/2]T − 0 = 3/2
f = −3/2× 2 + 1/2× 1 = −5/2
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两阶段法举例

更新单纯型表（第二阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5

x4 0 2 -1 1 0 1
x1 1 1 -1 0 0 2
x5 0 -1 1 0 1 1
f 0 -3 2 0 0 -4
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两阶段法举例

最终结果：

x1 x2 x3 x4 x5

x4 0 1 0 1 1 2
x1 1 0 0 0 1 3
x3 0 -1 1 0 1 1
f 0 -1 0 0 -2 -6

所以在[x1, x2]
T = [3, 0]T时，−2x1 + x2取最小值−6，即对应原问题的最

大值6。
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两阶段法举例

4.对于线性规划问题

max 3x1 − 5x2

s.t. − x1 + 2x2 + 4x3 6 4

x1 + x2 + 2x3 6 5

− x1 + 2x2 + x3 > 1

x1, x2, x3 > 0

(a)请将该问题转化为标准型；
(b)请用两阶段法求该问题的最优解及目标函数的最大值。
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两阶段法举例

(a)

该问题的标准型为:

min − 3x1 + 5x2

s.t. − x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 4

x1 + x2 + 2x3 + x5 = 5

− x1 + 2x2 + x3 − x6 = 1

x1, x2, x3, x4, x5, x6 > 0
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两阶段法举例

(b)

引入人工变量x7，此时第一阶段问题为:

min x7

s.t. − x1 + 2x2 + 4x3 + x4 = 4

x1 + x2 + 2x3 + x5 = 5

− x1 + 2x2 + x3 − x6 + x7 = 1

x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 > 0
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两阶段法举例

更新单纯形表(第一阶段):

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x4 −1 2 4 1 0 0 0 4
x5 1 1 2 0 1 0 0 5
x7 −1 2 1 0 0 −1 1 1

f −1 2 1 0 0 −1 0 1

x2入基, 4/2 = 2, 5/1 = 5, 1/2<2
所以x7出基

最优化方法 Optimization Methods 60 / 72



目录 增广矩阵的规范型 更新增广矩阵 单纯形法 单纯形表解法 大M法 两阶段法

两阶段法举例

最终得到第一阶段的结果:

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

x4 0 0 3 1 0 1 −1 3
x5 3/2 0 3/2 0 1 1/2 −1/2 9/2
x2 −1/2 1 1/2 0 0 −1/2 1/2 1/2

f 0 0 0 0 0 0 −1 0

基本解[0, 1/2, 0, 3, 9/2, 0, 0]T，前6个变量为原问题的可行解。
可以从[0, 1/2, 0, 3, 9/2, 0]T开始进行第二阶段的计算。
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两阶段法举例

更新单纯形表(第二阶段):问题为minimum− 3x1 + 5x2

cB = [−3, 5, 0, 0, 0, 0]T

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x4 0 0 3 1 0 1 3
x5 3/2 0 3/2 0 1 1/2 9/2
x2 −1/2 1 1/2 0 0 −1/2 1/2

f 1/2 0 5/2 0 0 −5/2 5/2

x3入基, 3/3 = 1, (9/2)/(3/2) = 3>1, (1/2)/(1/2) = 1
所以x4出基
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两阶段法举例

更新单纯形表(第二阶段):

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 0 0 1 1/3 0 1/3 1
x5 3/2 0 0 −1/2 1 0 3
x2 −1/2 1 0 −1/6 0 −2/3 0

f 1/2 0 0 −5/6 0 −10/3 0

x1入基, 3/(3/2) = 2
所以x5出基
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两阶段法举例

最终结果:

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 0 0 1 1/3 0 1/3 1
x1 1 0 0 −1/3 2/3 0 2
x2 0 1 0 −1/3 1/3 −2/3 1

f 0 0 0 −2/3 −1/3 −10/3 −1

所以在[x1, x2]
T = [2, 1]T时，−3x1 + 5x2取最小值-1，即对应原问题的最

大值1。
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两阶段法举例

用单纯型法求解下列线性规划问题：

max 2x1 + x2

s.t. x1 + x2 6 5

x1 − x2 > 0

6x1 + 2x2 6 21

x1, x2 > 0
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两阶段法举例

引入松弛变量和剩余变量x3, x4, x5，转化为标准模型。

再引入人工变量x6，该问题的模型为：

min − 2x1 − x2

s.t. x1 + x2 + x3 = 5

x1 − x2 − x4 + x6 = 0

6x1 + 2x2 + x5 = 21

xi > 0 (i = 1, 2, ..., 6)
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两阶段法举例

第一阶段问题为：min x6，约束与原模型相同。

列单纯形表（第一阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 1 1 1 0 0 0 5
x6 1 -1 0 -1 0 1 0
x5 6 2 0 0 1 0 21
f 1 -1 0 -1 0 0 0

本阶段cT
B = [0, 1, 0]。

x1入基，x6出基。
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两阶段法举例

更新单纯型表（第一阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5 x6

x3 0 2 1 1 0 -1 5
x1 1 -1 0 -1 0 1 0
x5 0 8 0 6 1 -6 21
f 0 0 0 0 0 -1 0

得基本解[0, 0, 5, 0, 21, 0]T，前5个变量为原问题的可行解。
可以从[0, 0, 5, 0, 21]T开始进行第二阶段的计算。
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两阶段法举例

第二阶段问题为：min − 2x1 − x2，约束与原模型相同。

更新单纯型表（第二阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5

x3 0 2 1 1 0 5
x1 1 -1 0 -1 0 0
x5 0 8 0 6 1 21
f 0 3 0 2 0 0

本阶段cT
B = [0,−2, 0]。

x2入基，x3出基。
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两阶段法举例

更新单纯型表（第二阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5

x3 0 1 1/2 1/2 0 5/2
x1 1 -1 1/2 -1/2 0 5/2
x5 0 0 -4 2 1 1
f 0 0 -3/2 1/2 0 -15/2

x4入基，x5出基。
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两阶段法举例

更新单纯型表（第二阶段）：

x1 x2 x3 x4 x5

x2 0 1 3/2 0 -1/4 9/4
x1 1 0 -1/2 0 1/4 11/4
x4 0 0 -2 1 1/2 1/2
f 0 0 -1/2 0 -1/4 -31/4

检验数均不大于0，求解完毕。
在[x1, x2]

T = [11/4, 9/4]T时，−2x1 − x2取最小值−31/4，对应原问题的
最大值31/4。
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Thank you for your

attention!
翟卫欣 副教授

zhaiweixin@cau.edu.cn

中国农业大学信息与电气工程学院
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