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向量与矩阵

n维列向量定义为含有n个数的数组，记为

aaa =


a1

a2
...

an



ai表示向量aaa的第i个元素。定义R为全体实数组成的集合，那么由实数
组成的n维列向量可表示为Rn，称为n维实数向量空间。通常将Rn的元

素用小写粗体字母表示（如xxx）。向量xxx ∈ Rn中元素记为x1, · · · , xn。
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向量与矩阵

n维行向量记为[a1, a2, · · · , an]，行向量aaa的转置记为aaaT。比如，如果

aaa =


a1

a2
...

an


那么

aaaT = [a1, a2, · · · , an]

相应的，可以记为aaa = [a1, a2, · · · , an]
T。
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线性相关与线性无关

• 如果方程
α1aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak = 000

只有在所有系数αi(i = 1, · · · , k)都等于零的前提下才成立，那么

称向量集{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}是线性无关的，否则称向量集是线性相关
的。

• 如果集合中只包括一个向量000，由于对于任意α 6= 0，都有α000 = 000，
因此，该集合是线性相关的。实际上，所有包含000向量的集合都
是线性相关的。

• 如果集合中只包括单个非零向量aaa 6= 000，只有α = 0时，才有αaaa =

000成立，因此，该集合是线性无关的。
• 给定向量aaa，如果存在标量α1, · · · , αk,使得

aaa = α1aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak

那么称向量aaa为aaa1,aaa2, · · · ,aaak的线性组合。
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线性相关与线性无关

• 向量集{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}是线性相关的，当且仅当集合中的一个向量
可以表示为其他向量的线性组合。

• 证明：
• 必要性。如果{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}是线性相关的，那么有

α1aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak = 000

其中至少存在一个标量αi 6= 0，从而有

aaai = −α1

αi
aaa1 −

α2

αi
aaa2 − · · · −

αk

αi
aaak
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线性相关与线性无关

• 充分性。假定向量aaa1可以被表示为其他向量的线性组合：

aaa1 = α2aaa2 + α3aaa3 + · · ·+ αkaaak

那么有

(−1)aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak = 000

因为第1个标量非零，所以向量集{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}是线性相关的。
类似的，如果将aaai, i = 2, · · · , k表示为其他向量的线性组合，也
可以得到同样的结论。
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线性相关与线性无关

• 令V表示Rn的一个子集，如果V在向量加和运算及标量乘积运算下是封闭
的，那么称V为Rn的子空间。

• 每个子空间都包含零向量000。

• 假定aaa1,aaa2, · · · ,aaak是Rn中的任意向量，它们所有线性组合的集合称

为aaa1,aaa2, · · · ,aaak张成的子空间。记为，

span [aaa1,aaa2, · · · ,aaak] =

{
k∑

i=1

αiaaai : α1, · · · , αk ∈ R

}

任意向量集合都能张成一个子空间。

• 给定子空间V，如果存在线性无关的向量集合{aaa1,aaa2, · · · ,aaak} ⊂ V 使
得V = span [aaa1,aaa2, · · · ,aaak]，那么称{aaa1,aaa2, · · · ,aaak} 是子空间V的一组基。
子空间V中的所有基都包含相同数量的向量，这一数量称为V的维数，记
为dimV。
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线性相关与线性无关

如果{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}是V的一组基，那么V中的任一向量aaa可以唯一地表

示为

aaa = α1aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak

其中，αi ∈ R, i = 1, 2, · · · , k。
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标准基

给定V的一组基{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}和向量aaa ∈ V，如果

aaa = α1aaa1 + α2aaa2 + · · ·+ αkaaak

那么系数αi, i = 1, · · · , k称为aaa对应于基{aaa1,aaa2, · · · ,aaak}的坐标。
Rn的标准基为

eee1 =



1
0
0
...
0
0


,eee2 =



0
1
0
...
0
0


, · · · ,eeen =



0
0
0
...
0
1


,

在标准基下，向量xxx可表示为

xxx =
[
x1 x2 · · · xn

]T
= x1eee1 + x2eee2 + · · ·+ xneeen
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初等变换

对矩阵进行以下三种变换的称为行初等变换

• 对换两行（对换i, j两行，记作ri ↔ rj);

• 以数k 6= 0乘某一行中所有的元素（第i行乘k，记作ri × k）;

• 把某一行所有元的k倍，加到另一行对应的元上去（第j行的k倍加

到第i行上，记作ri + krj）.

矩阵的行初等变换与列初等变换，统称为矩阵的初等变换。

对一个矩阵每进行一次初等变换相当于为这个矩阵乘了一个初等矩

阵。
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初等变换

三种初等变换对应三种初等矩阵

(i)ri ↔ rj对应的的初等矩阵

EEE(i, j) =



1
. . .

1

0 · · · 1

1
...

. . .
...

1

1 · · · 0

1
. . .

1



←第i行

←第j行
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初等变换

(ii)ri × k对应的的初等矩阵

EEE(i(k)) =



1
. . .

1

k

1
. . .

1


←第i行
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初等变换

(iii)ri + krj对应的的初等矩阵

EEE(ij(k)) =



1
. . .

1 · · · k
. . .

...
1

. . .

1



←第i行

←第j行
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矩阵的秩

• 矩阵AAA中线性无关列的最大数目称为AAA的秩，记为rankAAA。

矩阵AAA的秩等于它的非零子式的最高阶数。

• 在以下运算中，矩阵AAA的秩保持不变：

1.矩阵AAA的某个（些）列乘以非零标量。

2.矩阵内部交换列次序。
3.在矩阵中加入一列，该列是其他列的线性组合。
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矩阵的秩

• 如果矩阵AAA的行数等于列数，那么该矩阵称为方阵。行列式是与每

个方阵相对应的一个标量，记为detAAA或|AAA|。
• 如果一个m× n (m ≥ n)矩阵AAA具有非零的n阶子式，那么AAA的各列是

线性无关的，即rankAAA = n。
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内积和范数

对于xxx,yyy ∈ Rn,定义欧式内积为

〈xxx,yyy〉 =

n∑
i=1

xiyi = xxxTyyy

定义向量xxx的欧氏范数为

‖xxx‖ =
√
〈xxx,xxx〉 =

√
xxxTxxx

向量xxx的欧氏范数‖xxx‖具有如下性质：
1.非负性：xxx的欧氏范数‖xxx‖ ≥ 0,当且仅当xxx = 0时，‖xxx‖ = 0
2.齐次性:‖rxxx‖ = |r|‖xxx‖ ≥ 0, r ∈ R
3.三角不等式：‖xxx + yyy‖ ≤ ‖xxx‖+ ‖yyy‖
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内积和范数

Rn中向量范数有很多种不同的定义方式，如1范数:

‖xxx‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn|

∞范数:

‖xxx‖∞ = maxi|xi|

maxi表示对于所有i,取向量元素中最大的一项。
以上范数都是p范数的特例，p范数为

‖xxx‖p =

{
(|x1|p + · · ·+ |xn|p)

1
p , 1 ≤ p <∞

max {|x1|, · · · , |xn|} , p =∞
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如何求方阵的逆

设AAA为矩阵，如果存在n阶方阵BBB，使得

AAABBB = BBBAAA = III

则称AAA是可逆矩阵，BBB是AAA的逆矩阵。

• 定理1 如果AAA是一个n阶可逆矩阵，则AAA的逆矩阵是唯一的。

• 定理2 n阶方阵AAA可逆的充分必要条件是行列式|AAA| 6= 0

最优化方法 Optimization Methods 20 / 65



目录 向量与矩阵 线段与超平面 导数矩阵 微分法则 泰勒级数

如何求方阵的逆

当|AAA| 6= 0时，

AAA−1 =
1
|AAA|

AAA∗ =
1
|AAA|


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
...

...
...

A1n A2n · · · Ann


这是A−1的计算公式，其中AAA∗是AAA的伴随阵，Aij是aij的代数余子式，请

注意伴随矩阵的行列关系。
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求方阵的逆：伴随矩阵法

设AAA =

1 2 3
2 2 1
3 4 3

,求AAA−1

解：

|AAA| =

1 2 3
2 2 1
3 4 3

 = 2

A11 = det

[
2 1
4 3

]
= 2 A21 = −det

[
2 3
4 3

]
= 6 A31 = det

[
2 3
2 1

]
= −4

A12 = −det

[
2 1
3 3

]
= −3 A22 = det

[
1 3
3 3

]
= −6 A32 = −det

[
1 3
2 1

]
= 5

A13 = det

[
2 2
3 4

]
= 2 A23 = −det

[
1 2
3 4

]
= 2 A33 = det

[
1 2
2 2

]
= −2

AAA−1 =
1
|AAA|

AAA∗ =
1
|AAA|

A11 A21 A31

A12 A22 A32

A13 A23 A33

 =

 1 3 −2
− 3

2 −3 5
2

1 1 −1


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另一种求矩阵逆的方法

将一个矩阵通过数次初等变换得到一个单位阵的过程，等价于为这

个矩阵分步乘了对应的初等矩阵，这些初等矩阵的乘积即为他的逆矩

阵。

因此，若一个矩阵可以通过数次初等变换得到一个单位阵，则这个矩

阵是非奇异的。同时其变换过程对单位阵改变后的结果，即为原矩阵

的逆。

例:设AAA =

 0 −2 1
3 0 −2
−2 3 0

，证明AAA可逆，并求AAA−1

解：经过初等变换后,若我们可以将(AAA, III)化成(III,PPP)，则矩阵PPP即为AAA−1。

运算如下：
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(AAA, III) =

 0 −2 1 1 0 0
3 0 −2 0 1 0
−2 3 0 0 0 1


r3×3

r3+2r2∼
r1↔r2

3 0 −2 0 1 0
0 −2 1 1 0 0
0 9 −4 0 2 3

 r3×2∼
r3+9r2

3 0 −2 0 1 0
0 −2 1 1 0 0
0 0 1 9 4 6


r1+2r3∼
r2−r3

3 0 0 18 9 12
0 −2 0 −8 −4 −6
0 0 1 9 4 6

 r1/3∼
r2/(−2)

1 0 0 6 3 4
0 1 0 4 2 3
0 0 1 9 4 6



因AAA r∼ III，故AAA可逆，且AAA−1 =

6 3 4
4 2 3
9 4 6


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特征值与特征向量

令AAA是n× n的实数方阵。存在标量λ（可能为复数）和非零向量vvv满足等

式

AAAvvv = λvvv

λ称为AAA的特征值，vvv称为AAA的特征向量。
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特征值与特征向量

已知n阶齐次线性方程组(λIII − AAA)xxx = 0有非零解的充分必要条件是系数
行列式为0。
即矩阵λIII −AAA是奇异的，有det[λIII −AAA] = 0，于是有n次方程成立：

det[λIII −AAA] = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0 = 0

多项式det[λIII −AAA]称为矩阵AAA的特征多项式，上面的方程称为特征方程。

由代数的基本原理可知，特征方程必定有n个根（可能存在相同的根），

即为AAA的n个特征值。若AAA有n个相异的特征值，那么它也有n个线性无关

的特征向量。
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特征值与特征向量

• 假定特征方程det[λIII − AAA] = 0存在n个相异的根λ1, λ2, · · · , λn,那么

存在n个线性无关的特征向量vvv1,vvv2, · · · ,vvvn,使得

AvAvAvi = λivvvi, i = 1, 2, · · · , n

• 证明：由det[λiIII − AAA] = 0(i = 1, · · · , n)可知，存在一组非零

向量vvvi(i = 1, · · · , n),使得AAAvvvi = λivvvi(i = 1, · · · , n)。下面证

明{vvv1,vvv2, · · · ,vvvn}是线性无关的。为此，令c1, · · · , cn是满足关系

式
∑n

i=1 civvvi = 000的一组标量，只需证明ci = 0(i = 1, · · · , n)即可。
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特征值与特征向量

考虑矩阵

ZZZ = (λ2III −AAA)(λ3III −AAA) · · · (λnIII −AAA)

首先证明c1 = 0。因为有λnvvvn −AAAvvvn = 0，故有

ZZZvvvn = (λ2III −AAA)(λ3III −AAA) · · · (λn−1III −AAA)(λnIII −AAA)vvvn

= (λ2III −AAA)(λ3III −AAA) · · · (λn−1III −AAA)(λnvvvn −AAAvvvn)

= 000

考虑到(λnI − A)vk = (λn − λk)vk 重复这一过程，可得

ZZZvvvk = 000, k = 2, 3, · · · , n
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特征值与特征向量

但是，

ZZZvvv1 = (λ2III −AAA)(λ3III −AAA) · · · (λn−1III −AAA)(λnIII −AAA)vvv1

= (λ2III −AAA)(λ3III −AAA) · · · (λn−1vvv1 −AAAvvv1)(λn − λ1)

...

= (λ2III −AAA)(λ3III −AAA)vvv1 · · · (λn−1 − λ1)(λn − λ1)

= (λ2 − λ1)(λ3 − λ1) · · · (λn−1 − λ1)(λn − λ1)vvv1

由上面等式可以发现

ZZZ

(
n∑

i=1

civvvi

)
=

n∑
i=1

ciZZZvvvi

= c1ZZZvvv1

= c1(λ2 − λ1)(λ3 − λ1) · · · (λn − λ1)vvv1 = 000
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特征值与特征向量

因为λi是唯一的，必定有c1 = 0。依此类推，可以证明所有的ci都必定

为零，因此特征向量{vvv1,vvv2, · · · ,vvvn}是线性无关的。

考虑特征向量{vvv1,vvv2, · · · ,vvvn}构成的一组线性无关基。在这一组基下，
可对矩阵AAA进行对角化，即对所有的i 6= j,对角矩阵的第(i, j)个元素aij =

0。令
TTT = [vvv1,vvv2, · · · ,vvvn]−1

最优化方法 Optimization Methods 30 / 65



目录 向量与矩阵 线段与超平面 导数矩阵 微分法则 泰勒级数

则有

TTTAAATTT−1 = TTTAAA [vvv1,vvv2, · · · ,vvvn]

= TTT [AAAvvv1,AAAvvv2, · · · ,AAAvvvn]

= TTT [λ1vvv1, λ2vvv2, · · · , λnvvvn]

= TTTTTT−1


λ1 0

λ2

. . .

0 λn



=


λ1 0

λ2

. . .

0 λn


上面用到了关系式TTTTTT−1 = III。

对于矩阵AAA,若AAA = AAAT ,则称AAA为对称矩阵。
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特征值与特征向量

对于任意n× n实对称矩阵，存在n个相互正交的特征向量。

证明（n个特征值各不相同的情况）：

假定AAAvvv1 = λ1vvv1,AAAvvv2 = λ2vvv2,其中λ1 6= λ2,那么有

vvvT
1AAAvvv2 = vvvT

1 (AAAvvv2) = λ2(vvvT
1vvv2)

根据AAA = AAAT ,有

vvvT
1AAAvvv2 = (vvvT

1AAAT)vvv2 = (AAAvvv1)Tvvv2 = λ1(vvvT
1vvv2)

因此，

λ1(vvvT
1vvv2) = λ2(vvvT

1vvv2)

由于λ1 6= λ2,可以推出
(vvvT

1vvv2) = 0
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特征值与特征向量

实际上，每一个特征值λ都对应一个重数，k重特征值实际上对应的是

一个k维子空间，k = 1时就是特征向量例如n阶单位矩阵只有一个特征

值1，该特征值的重数为n，对应一个n维子空间。
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特征值与特征向量

如果AAA是对称矩阵，那么它的特征向量集合构成了Rn空间的正交基。如

果对基{vvv1,vvv2, · · · ,vvvn}进行标准化，使得每个向量vvvi的范数都为1，那么
可以定义矩阵

TTT = [vvv1,vvv2, · · · ,vvvn]

该矩阵满足

TTTTTTT = III

从而有

TTTT = TTT−1

如果一个矩阵的转置等于它的逆，那么该矩阵为正交矩阵。
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二次型函数

设二次型函数f : Rn → R定义为具有如下形式的函数:

f (xxx) = xxxTQxQxQx

其中QQQ是一个n× n实数矩阵。

f (xxx) = q11x2
1 + q12x1x2 + · · ·+ q1nx1xn

+ q21x2x1 + q22x2
2 + · · ·+ q2nx2xn

+ · · ·

+ qn1xnx1 + qn2x2
2 + · · ·+ qnnx2

n

= [x1, x2, · · · , xn]


q11 q12 · · · q1n

q21 q22 · · · q2n
...

...
...

...
qn1 qn2 · · · qnn




x1

x2
...

xn

 = xxxTQxQxQx
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二次型函数

不妨设QQQ是对称阵，即QQQ = QQQT。则

f (xxx) = q11x2
1 + q22x2

2 + · · ·+ qnnx2
n

+ 2q12x1x2 + q13x1x3 + · · ·+ qn−1,nxn−1xn

若QQQ非对称，也可以用对称阵代替

QQQ0 = QQQT
0 =

1
2
(
QQQ + QQQT)

可以看出

xxxTQxQxQx = xxxTQ0xQ0xQ0x =
1
2

xxxT (QQQ + QQQT)xxx
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顺序主子式

当对于任一非零向量xxx,都有xxxTQxQxQx > 0, 则二次型xxxTQxQxQx，QQQ = QQQT都是

正定的, 若xxxTQxQxQx ≥ 0则此二次型是半正定。类似的， xxxTQxQxQx < 0，或
者xxxTQxQxQx ≤ 0则说明二次型是负定或半负定的。

QQQ的主子式是包括detQQQ和QQQ移除第i行和第i列获得的其他子式。可表示

为

det


qi1i1 qi1i2 · · · qi1ip

qi2i1 qi2i2 · · · qi2ip
...

...
...

qipi1 qipi2 · · · qipip

 , 1 ≤ i1 < · · · < ip ≤ n, p = 1, 2, · · · , n
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顺序主子式

矩阵QQQ的顺序主子式为detQQQ自身以及从矩阵QQQ 中依次移除最后一行和

最后一列获得的所有子式，即

∆1 = q11, ∆2 =

[
q11 q12

q21 q22

]

∆3 = det

q11 q12 q13

q21 q22 q23

q31 q32 q33

 , · · · ,∆n = detQQQ

我们可以用西尔维斯特准则证明，根据QQQ的顺序主子式判定二次型xxxTQxQxQx是

否正定。
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西尔维斯特准则

• 给定的二次型xxxTQxQxQx，其中QQQ = QQQT，该二次型是正定的，当且仅当

的QQQ顺序主子式是正定的。

• 举例，判断QQQ对应的二次型xxxTQQQxxx是否正定

QQQ =

 5 −2 3
−2 1 0
3 0 1


由于∆1 = 5 > 0,∆2 = 1 > 0,∆3 = −8 < 0，所以非正定。
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利用特征值判断二次型函数正定

• 对称矩阵QQQ是正定（半正定）的，当且仅当QQQ的所有特征值是正的

（非负的）。

• 证明：对于任意向量xxx，令yyy = TTT−1xxx = TTTTxxx, 其中TTT是一个正交矩

阵，各列就是矩阵QQQ的特征向量。那么，有xxxTQxQxQx = yyyTTTTTQTyQTyQTy =∑n
i=1 λiy2

i。由此可推知定理成立。
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正定的二次型函数

通过对角化，可以证明一个对称的半正定矩阵QQQ具有对称的半正定平方

根QQQ1/2,满足QQQ1/2QQQ1/2 = QQQ，采用算子TTT，可将QQQ1/2表示为

QQQ1/2 = TTT


λ

1/2
1 0

λ
1/2
2

. . .

0 λ
1/2
n

TTTT

易证QQQ1/2是半正定的对称阵。于是xxxTQxQxQx可以表示为||QQQ1/2xxx||2。

以上给出了判定二次型函数和对称矩阵正定性的两类判断依据。
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线段

对于n维向量xxx = [x1, x2, · · · , xn]T , yyy = [y1, y2, · · · , yn]T，两点之间的所

有点的集合称为两点之间的线段。如果zzz在这条线段上，那么有

zzz− yyy = α(xxx− yyy)

其中，α是位于区间[0, 1]的实数。或者可以写成 zzz = αxxx(1− α)yyy。因此，

xxx,yyy之间的线段可以表示为

{αxxx + (1− α)yyy : α ∈ [0, 1]}
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超平面

令u1, u2, · · · , un, v ∈ R，其中至少存在一个不为零的ui。由所有满足线

性方程

u1x1 + u2x2 + · · ·+ unxn = v

的点xxx = [x1, x2, · · · , xn]T组成的集合称为空间Rn的超平面。超平面可以

写为

{xxx ∈ Rn : uuuTxxx = v}

其中，

uuu = [u1, u2, · · · , un]T
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注意：超平面不一定是Rn的子空间，因为超平面通常不包含原点。而

且超平面不一定是一个平面，在二维空间中就是一条直线，而三维空

间中是一些普通平面。

如图，我们可以通过一些变换使其经过原点。

图 1:超平面的变换
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超平面

把超平面H = {xxx : u1x1 + · · ·+ unxn = v}可以换一种形式去表述。
在超平面内一点aaa和任一点xxx，将满足uuuT(xxx−aaa) = 0于是有H = {xxx ∈ Rn :

uuuT(xxx− aaa) = 0}。

图 2:超平面H = {xxx ∈ Rn : uuuT(xxx− aaa) = 0}
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导数矩阵

任意从Rn到Rm的线性变换，特别是fff : Rn → Rm的导数L，都可以表示
一个m× n的矩阵。为了确定可微函数 fff : Rn → Rm的导数L所对应的矩
阵表示LLL，引入Rn空间的的标准基{eee1, · · · ,eeen}。考虑向量

xxxj = xxx0 + teeej, j = 1, · · · , n

根据导数的定义，有

lim
t→0

fff (xxxj)− (tLeLeLej + fff (xxx0))

t
= 000

这意味着，对于j = 1, · · · , n有

lim
t→0

fff (xxxj)− fff (xxx0)

t
= LeLeLej

LeLeLej是矩阵LLL的第j列，该列有m个元素。
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导数矩阵

向量xxxj与xxx0仅仅在第j个元素上有差异，该元素上的差值为t。因此，上

式的左边等于偏导数
∂fff
∂xj

(xxx0)

可以通过向量的每一个元素求极限的方式来计算向量极限，因此，如

果

fff (xxx) =


f1(xxx)

...
fm(xxx)


那么有

∂fff
∂xj

(xxx0) =


∂f1
∂xj

(xxx0)

...
∂fm
∂xj

(xxx0)


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导数矩阵

矩阵LLL = [LeLeLe1,LeLeLe2, · · · ,LeLeLen]可写为

[
∂fff
∂x1

(xxx0) · · · ∂fff
∂xn

(xxx0)

]
=


∂fff 1
∂x1

(xxx0) · · · ∂fff 1
∂xn

(xxx0)
...

...
∂fff m
∂x1

(xxx0) · · · ∂fff m
∂xn

(xxx0)


矩阵LLL称为在fff在点xxx0的雅克比矩阵或导数矩阵，记作DfDfDf (xxx0)。我们常

用DfDfDf (xxx0)表示fff在点xxx0处的导数。另外，如果f (xxx) = AAAx，则Dfff = A。
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如果f : Rn → R是可微的，那么函数

∇f (xxx) =


∂f
∂x1

(xxx)
...

∂f
∂xn

(xxx)

 = Df (xxx)T

称为fff的梯度。梯度是从一个从Rn到R的函数。如果绘制梯度向量∇fff (xxx)，

其起点是xxx，箭头表示方向，以此表示向量场。梯度的方向就是函数在

这点增长最快的方向。
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导数矩阵

设xxx是n× 1列向量，AAA是m× n矩阵， α是标量

D(AAAx) = AAA

D(αxxx) = αI

d(αxxx)

dα
= xxx
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导数矩阵

• 给定函数fff : Rn → R，如果梯度∇fff可微，则称fff是二次可微，∇fff的

导数记为

D2f =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x2∂x1

· · · ∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂x1∂x2

∂2f
∂x2

2
· · · ∂2f

∂xn∂x2

...
...

. . .
...

∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂xn

· · · ∂2f
∂x2

n


其中， ∂2f

∂xi∂xj
表示fff首先对xi求导，再对xj求导的偏导数。矩阵DDD2fff (xxx)称

为fff在点xxx的黑塞矩阵，记作FFF(xxx)。

• 给定函数fff : Ω→ Rn,Ω ⊂ Rn，如果该函数在Ω上是可微的，且DfDfDf :

Ω → Rm×n 是连续的，则称该函数在Ω上是连续可微的，即fff的各

个元素具有连续偏导数。满足这种条件的函数fff，将其记作 fff ∈ C1。

如果fff中的各元素具有p阶连续偏导数，记作fff ∈ Cp。
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导数矩阵

如果fff : Rn → R在点xxx是二次连续可微的，那么fff在点xxx的黑塞矩阵是对

称的。称作克莱罗定理或施瓦茨定理。然而，fff的二次偏导数不连续，

就不能保证黑塞矩阵是对称的。
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导数矩阵

一个简单的例子：

f (x) = x2
1 + 2x1x2 + 3x2

2 + 4x1 + 5x2 + 6

FFF =

 ∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x1∂x2

∂2f
∂x2

2

 =

[
2 2
2 6

]
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微分法则

利用函数fff : R → Rn和函数ggg : Rn → Rm 可构成复合函数hhh(t) =

ggg(fff (t)),对其微分需要用到链式法则。
m = 1时，

hhh
′
(t) = Dggg(fff (t))Dfff (t) = ∇ggg(fff (t))TDfff (t) = ∇ggg(fff (t))T


fff
′

1(t)
...

fff
′

n(t)


例如

hhh(t) = ggg(fff (t)),ggg(fff ) =

[
f 2
1 + f 2

2

2f1f2

]
, fff (t) =

[
2t

t

]
则

hhh
′
(t) =

[
2f1 2f2
2f2 2f1

][
2
1

]
=

[
10t

8t

]
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微分法则

乘法法则：设定fff : Rn → Rm 和ggg : Rm → R表示两个可微函数，函
数hhh : Rn → R定义为h(xxx) = f (xxx)Tg(xxx)，那么h也是可微的，且

Dh(xxx) = fff (xxx)TDggg(xxx) + ggg(xxx)TDfff (xxx)
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微分法则

一些不同情况下函数关于xxx的导数：给定矩阵AAA ∈ Rm×n 和向量yyy ∈ Rm，

有

D(yyyTAxAxAx) = yyyTAAA

特别的，当m = n时，有

D(xxxTAxAxAx) = xxxT(AAA + AAAT)

如果yyy ∈ Rn，那么

D(yyyTxxx) = yyyT

如果QQQ是对矩阵，那么

D(xxxTQxQxQx) = 2xxxTQQQ

特别的，当QQQ = III时，有

D(xxxTxxx) = 2xxxT
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导导导数数数矩矩矩阵阵阵
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泰勒级数

关于泰勒级数，在这里给出一些结论和证明：

(a)设函数f (xxx) : Rn → R。若f (xxx)在点xxx的某个邻域 N(xxx)内一阶连续可微，存

在θ ∈ (0, 1)，使得

f (xxx) = f (xxx) +∇f (xxx + θ(xxx− xxx))T(xxx− xxx), xxx ∈ N(xxx)

(b)设函数f (xxx) : Rn → R，若f (xxx)在点xxx的某个邻域 N(xxx)内的一阶连续可微，则

f (xxx) = f (xxx) +∇f (xxx)T(xxx− xxx) + o(||xxx− xxx||), xxx ∈ N(xxx)

(c)设函数f (xxx) : Rn → R，若f (xxx)在点xxx的某个邻域 N(xxx)内的二阶连续可微，则

存在θ ∈ (0, 1)使得

f (xxx) = f (xxx) +∇f (xxx)T
(xxx− xxx) +

1
2
(xxx− xxx)T∇2f (xxx + θ(xxx− xxx))(xxx− xxx), xxx ∈ N(xxx) (1)

(d)设函数f (xxx) : Rn → R，若f (xxx)在点xxx的某个邻域 N(xxx)内的二阶连续可微，则

f (xxx) = f (xxx) +∇f (xxx)T
(xxx− xxx) +

1
2
(xxx− xxx)T∇2f (xxx)(xxx− xxx) + o(||xxx− xxx||2), xxx ∈ N(xxx) (2)
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泰勒级数

证明 结论(a)和(b)这里不予证明，感兴趣的同学可以自己尝试证明，下面证
明结论(c)、(d)
(c)当xxx = xxx时，显然成立，因此我们只考虑xxx 6= xxx情况，设

φ(a) = f (xxx + addd)

其中ddd = xxx− xxx，由一元函数的Taylor公式有

φ(a) = φ(0) + φ′(0)a +
1
2
φ′′(θ)a2

其中0 < θ < a，取a = 1得

φ(1) = φ(0) + φ′(0) +
1
2
φ′′(θ) (3)

显然φ(1) = f (xxx), φ(0) = f (xxx)，可推得

φ′(0) = dddT∇f (xxx),

φ′′(θ) = dddT∇2f (xxx + θddd)ddd

将以上式子带入3式，便得1式。
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泰勒级数

(d)设
φ(a) = f (xxx + addd)

其中a = ||xxx− xxx||,ddd = xxx−xxx
||xxx−xxx||，由一元函数的Taylor公式有

φ(a) = φ(0) + φ′(0)a +
1
2
φ′′(0)a2 + o(a2) (4)

又有

φ(a) = f (xxx), φ(0) = f (xxx),

φ′(0)a = ∇f (xxx)T(xxx− xxx),

φ′′(0)a2 = (xxx− xxx)T∇2f (xxx)T(xxx− xxx)

将以上式子带入4式，可得到2式。

最优化方法 Optimization Methods 63 / 65



目录 向量与矩阵 线段与超平面 导数矩阵 微分法则 泰勒级数

泰勒级数

在(2)和(4)中，若略去高阶无穷小，就会有近似关系式

f (xxx) ≈ f (xxx) +∇f (xxx)T(xxx− xxx), xxx ∈ N(xxx)

f (xxx) ≈ f (xxx) +∇f (xxx)T(xxx− xxx) +
1
2

(xxx− xxx)T∇f (xxx)(xxx− xxx), xxx ∈ N(xxx)

通常，我们把上式的右边称作函数f (xxx)再点xxx处的线性近似（函数）和

二次近似（函数）。
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Thank you for your

attention!
翟卫欣 副教授

zhaiweixin@cau.edu.cn

中国农业大学信息与电气工程学院
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